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1 Zaklady Z-transformace

Tento struény text slouzi k pfipomenuti zakladnich vlastnosti Z-transformace s jejimi
aplikacemi v oblasti obecného popisu diskrétnich signalt a systému. V kapitolach nize
denci, se kterymi budeme v oblasti diskrétnich systémi a signalii nejcastéji pracovat.
Uvedeny text neni Gplnym a vycerpavajicim popisem zahrnujicim problematiku Z-
transformace. Toto lze nalézt v dalich pramenech, zejména pak v [2], [3], [1], aj.

1.1 Defini¢ni vztahy

Z-transformace definuje korespondenci mezi diskrétni posloupnosti z[n|, pfedstavujici
v nasem piipadé diskrétni signél, a komplexni funkeci komplexni proménné X (z), kterou
nazyvame z-obrazem dané posloupnosti. Symbolicky budeme znacit obvykle nasledujicimi
zpusoby.

Defini¢ni vztah Z-transformace je potom

X(z) = 2{a[n]} = i:ﬁ[n]z_", (4)

kde v tomto ptfipadé mluvime o tzv. unilateralni formé, kdy suma se pocita v mezich od
0 do co!. Dané nekone¢néd suma obecné konverguje v oblasti, kterd predstavuje vnéjsi
oblast v z-roviné, ktera je vymezena kruznici, viz obr. 1

Problematika zcela obecné formulace inverzni Z-transformace presahuje ramec tohoto
textu. Detaily lze nalézt v odkazovanych pramenech. V nasich aplikacich budeme pracovat
predevsim s dale definovanym zakladnim slovnikem Z-transformace.

IExistuje také bilateralni tvar, kde dana definiéni suma se poéitd v mezich od —oco do oo, aplikacich
pro cislicové zpracovani signalt se vSak setkdvame vétsinou pouze s tvarem unilateralnim.
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Obrazek 1: Obecnéa oblast konvergence z-transformace

1.2 Souvislost Z-transformace a Fourierovy transformace

Jestlize x[n| pfedstavuje diskrétni signal (posloupnost vzorki), Fourierova transformace
diskrétniho signalu (spektrum) je definovana jako

X(e”) = 3 alne™™ (~ X(1)). (5)
Jestlize definice Z-transformace je dana jako
X(z)=> z[n]z" (6)
n=0

je ziejmé, Ze spektralni reprezentaci signalu dostaneme substituci z = e/ za podminky
konvergence Fourierovy transformace pro dany signal. JelikoZ hodnoty z pro z = €% lezi
na jednotkové kruznici, je zfejmé, ze toto bude splnéno v pripadé, ze oblast konvergence
Z-transformace obsahuje jednotkovou kruznici, viz obr. 2.
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spektrum X (&%) existuje spektrum X (e?) neexistuje

Obrazek 2: Zavislost existence spektra na oblasti konvergence Z-transformace daného
signalu.

1.3 Priklady transformace zakladnich signali

1.3.1 Jednotkovy impuls
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Vypocet Z-obrazu:
o'} 0
X(2)=> 4dnz"=>1-2"=1 (8)
n=0 n=0

Oblast konvergence je v tomto pfipadé rovna celé komplexni roving, viz obr. 3, nebot vyse
spocitana suma je rovna 1 pro libovolnou hodnotu proménné z.
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Obrazek 3: Oblast konvergence jednotkového impulsu

1.3.2 Jednotkovy skok

z[n] = uln]
UL,
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X(z)= i)l = i (z’l)n =1 _121. (10)

n=0
Vypocet vyse uvedené nekonecné sumy, predstavuje soucet nekonecné geometrické rady
s kvocientem ¢ = 271, tj.

0
X(z) = lm[ ] , pokud |¢| < 1. (11)
—q
Z uvedené podminky je také zfejmé, ze dana fada konverguje pouze pokud |q| = |27}| <

1. Pro proménnou z tedy musi platit |z| > 1. Oblast konvergence je tedy vymezena
jednotkovou kruznici, kterd do oblasti konvergence nepatii, viz obr. 4. To je v souladu
s neexistenci Fourierovy reprezentace jednotkového skoku, nebot pro danou posloupnost
nekonverguje soucet absolutnich hodnot.

Z-obraz dané posloupnosti je také mozné vyjadrit dvéma zpusoby, a to v principu jako
racionalni lomenou funkci proménné z~!, ¢i jako racionalni lomenou funkci proménné.
Uvedeny druhy tvar nabyva vyznamu predevsim pfi vypoctu nulovych bodt a pola funkce
X(2), nebot tato funkce je samozifejmé v principu funkei proménné z.

X(z) = —> L 2_ = (12)
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Obrazek 4: Region konvergence jednotkového skoku

1.3.3 Exponencialni posloupnost (exponencialni impuls)

a’l’b

1
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zln] = {

X(z) = ni;oan sz = i (az_l)n = ! (z . ! ) (14)

_qz-1 g1
our 1—az az

noifn >0,

a
0, ifn<0 (13)

Z-transformace je v tomto pripadé dana souctem geometrické rady s kvocientem g =
az~!. Podminka konvergence je v tomto ptipadé rovna |az"!| < 1 resp. |z| > |a|, viz
obr. 5, kde je zobrazena oblast konvergence pro exponencalni impuls (—0.75)". Na obr. 6
si mizeme v8imnout situace pro posloupnost (—1.15)", ktera predstavuje signal rostouci
nade vSechny meze, pro né€jz nelze nalézt spektrum. S podobnymi signaly se mizeme
setkat predevsim na vystupech nestabilnich diskrétnich systémii.
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Obrazek 5: Oblast konvergence exponencialniho pulsu pro a=0.75

2 Zakladni vlastnosti Z-transformace

V této casti jsou pripomenuty nejzakladnéjsi vlastnosti Z-trasformace, na zakladé kterych

miizeme nalézt dalsi korespondence pro obecnéjsi posloupnosti, odvozené z vyse uvedenych
zakladnich.



Obrazek 6: Diskrétni posloupnost a oblast konvergence exponencialniho pulsu pro a=-1.15

2.1 Linearita
A - x1[n] + B - xa[n] = A - Xi(2)+ B - Xs(2) (15)

Na zakladé této vlastnosti nalezneme obraz obecné konecné posloupnosti, obraz harmo-
nickych posloupnosti, apod. Vétu o linearité uplatnime také pii zpétné transformaci raci-
onalni lomené funkce.

2.2 Véta o posunuti
x[n —ny) = X(z) -z (16)

Vétu o posunuti uplnatnime hledani obrazu konec¢né posloupnosti a zejména pak pii pre-
vodu diferenc¢ni rovnice do Z-oblasti, tj. napf. mame-li diferen¢ni rovnici

y[n] = z[n| + 3z[n — 1] + z[n — 2] — 0,5y[n — 1] — 0, 4y[n — 2], (17)
jeji reprezentace v z-oblasti je

Y(2) = X(2) +3X(2)z '+ X(2)272 = 0,5Y(2)2 1 — 0,4Y (2)2 2. (18)

2.3 Nasobeni exponencialou v casové oblasti
a"x[n] = X(z/a) (19)

Aplikaci této véty nalezneme ptredevsim pii hledani reprezentace pro exponencialné tlu-
mené signdly (napf. tlumenou sinusovku). Jeji nejjednodussi aplikaci si lze predstavit i
v souvislosti korespondence jednotkového skoku a exponencialniho pulzu, tj.
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2.4 Obraz konvoluce

o0

w1[n] * z2n] = > wi[klzan — k] = Xi(z) - Xa(2) (22)

k=—o00

Uvedenou vlastnost vyuzivame pfedevsim pti vypoctu obecné odezvy diskrétniho systému
(tj. pri filtraci signalu), konkrétné napf. pii vypoctu impulzové odezvy systému.

2.5 Vypocty dalsich vyznamnych korespondenci
2.5.1 Posloupnost konec¢né délky

z[n]
n
0 M
bn, iftne<0, M >,
zln] = { 0, otherwise (23)
xz[n] = bod[n| + b1d[n — 1] + bad[n — 2] + ... + byrdn — M| (24)
X(Z) = b() + blz_l + b22_2 + ...+ bMZ_M (25)
2.5.2 Obraz harmonickych kmiti - sinu a kosinu
coswn, ifn >0,
zln} = { 0, ifn<0 (26)
x[n] = coswn = E (ej“’” + e_j“’”) (27)
2
1 1 1
X(z)== , .
(2) 2 (1 — vzl * 1-— e‘ﬂ‘“z‘1>
1 o
11—zt g1 —evpt 9 (2 — (e +e7Y)z 1)
T2 (1—e“z2 D1 —e27Y)  1— (8 +e )zt 4272
X(2) 1—cosw:- 271 _ #(z—cosw) (25)

 1—2cosw-2zt 422 22—-2cosw-z+1
Obraz kosinové posloupnosti je tedy v Z-oblasti reprezentovan racionalni lomenou funkci
2. fadu s redlnymi koeficienty zavislymi na kmito¢tu dané harmonické slozky.

Podobné lze odvodit reprezentace pro sinovou posloupnost s nulovym ¢i obecnym
fazovym posuvem, a to na zakladé platnosti nasledujicich vztaht

1 ) )
o _ jwn _ _—jwn
x[n] = sinwn = 5 (e e ) , (29)

x[n| = sin(wn + ¢) = cos psinwn + sin ¢ cos wn. (30)

Vysledné korespondence lze nalézt dale souhrnné v tabulce zakladnich korespondenci.
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2.5.3 Obraz tlumenych harmonickych kmit

Pokud zname korespondenci pro netlumeny harmonicky pribéh

| sin(wn+¢)  ifn>0,
zln] = { 0, ifn <0 (31)

sin + sin(w — ) - 27¢

1—2cosw-z"1+4 272

X(z) = (32)

je vzajemna korespondence pro tlumené kmity dana aplikaci véty o nasobeni exponenci-
alou (véty o substituci), tj.

| a™sin(wn + ¢) if n >0,
ol = { 0, ifn<0 (33)
X(z) = sin ¢ + sin(w — @) - gfl _ sinp + asin(w — @) - 51 51

1—2cosw -2~ 1—1—5’2 1 —2acosw -zt +a2z2

Obdobné velmi snadno lze odvodit korespondence pro tlumeny sinus resp. kosinus s nu-
lovym fazovym posuvem.

2.6 Zpétny obraz racionalni lomené funkce

Zpétny obraz racionédlni lomené funkce hledame na zakladé platnosti véty o linearité.
Maéame-li obecné racionalni lomenou funkci ve tvaru

< k N u M-k
E k E
brz z brz
_ k=0 _ k=0

X(z) =" = —= , (35)
Z akz’k M Z akzN’k
k=0 k=0
kde M < N, lze ji prevést do soucinového tvaru
H (1 —cpz™
X(z) =1 : (36)
H 1 — dkz 1

kde ¢, jsou nulové body funkce X(z), tj. kofeny citatele, a dj, jsou poSly funkce X(z),
tj. kofeny jmenovatele dané reprezentace. Uvedeny piiklad plati pro jednoduché kotfeny
v Citateli i jmenovateli. Tento tvar je pak mozné rozlozit na parcialni zlomky, tj. ziskdvame
nasledujici souctovy tvar
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pripadé

N

k=1
V obecném piipadé mohou byt kofeny komplexni a nasobné. V piipadé komplexnich ko-
fenli se bude pro racionalni lomenou funkci s redlnymi koeficienty jednat o dvojice kom-
plexné zdruzenych kofent, pro které je mozné pracovat s parcialnimi zlomky 2. fadu s real-
nymi koeficienty, coz reprezentuje harmonické kmity v ¢asové oblasti, viz vyse. V piipadé

nasobnych kofent uplatnujeme dalsi vlastnosti Z-transformace. Tuto situaci s nasobnymi
poly jiz nebudeme v nasich tlohach fesit.
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Elementarni slovnik Z-transformace

Casové oblast - z[n]

pron=20,1,2,...,00

Operatorova oblast - X (z)

d[n] 1
1 z
uln] 1—21 2-1
n 1 z
a

l—az! z-a

boo[n] + b16[n — 1] 4+ bad[n — 2] + ...

b() + blz_l —f- b22_2 —|—

I bMZ_M

coswn

1—cosw-z 1t

1—2cosw-z"1+4 272
2(z — cosw)
22 —2cosw-z+1

sin wn

sinw - 271

1—2cosw-z"1+ 272
sinw - 2

22 —2cosw-z+1

sin(wn + @)

-1

sin ¢ + sin(w — @) - z
1—2cosw-2z7t4272

_ z(sinp +sin(w — @) - 2)

22 —2cosw-z+1

a” coswn

1l—acosw- 2zt

1 —2acosw -zt +a2272

a” sinwn

asinw -z~ !

1 —2acosw -zt +a2272

a" sin(wn + @)

sinp + asin(w — ¢) - 271
1—2acosw-z"1+a2z72




