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1 Úvod

Signály můžeme rozdělit na signály spojité v čase nebo diskrétńı v čase. Daľśı možné
děleńı je na signály periodické nebo signály neperiodické. Dostáváme tak celkem čtyři
kombinace těchto vlastnost́ı a tedy i čtyři skupiny signál̊u. Ke každé takové skupině je
definován jiný transformačńı vztah, který mezi sebou váže signál (jeho časový pr̊uběh)
a spektrum – FT{.}, DtFT{.}, FS{.} a DFS{.}.

V reálných situaćıch těžko můžeme předpokládat, že budeme znát analytické vyjádřeńı
signálu a že budeme moci provést výpočet spektra dle definičńıho vztahu. V praxi se
muśıme spokojit se vzorky signálu a to nav́ıc na konečném časovém intervalu.

Diskrétńı Fourierova transformace (DFT) představuje numerický prostředek výpočtu
všech čtyř uvažovaných transformaćı. Aby bylo možné výsledek DFT použ́ıt, je potřeba
ho správně interpretovat. Dále je potřeba si uvědomit, že pro některé transformace nebo
typy signálu dostaneme jen přibližný výsledek spektra.

Ćılem cvičeńı je si na konkrétńıch signálech vyzkoušet výpočet jejich spektra pomoćı
DFT. Př́ıklady jsou voleny tak, aby byly zastoupeny signály ze všech skupin. Každý
př́ıklad je zadán analytickým vztahem signálu (jeho časovou závislost́ı) a zároveň je po-
skytnut i analytický tvar spektra (analytický tvar spektra si hloubavý student zkontroluje
v rámci domáćıho cvičeńı). Úkolem studenta je daný signál implementovat v programu
Matlab a provést srovnáńı spektra vypočteného numericky pomoćı DFT se spektrem
zadaným analyticky. Dostačuj́ıćı bude provádět srovnáńı jen amplitudového spektra a
to formou ve společném grafu.

Pro lepš́ı kontrolu jsou u každého zadaného signálu obrázky jak časového pr̊uběhu tak i
amplitudového spektra pro konkrétńı parametry signálu.

2 Diskrétńı Fourierova řada – DFS

Označ́ıme dn = DFS{s[k]}. Koeficienty Fourierovy řady dn diskrétńıho periodického
signálu s[k] lze pomoćı DFT vypoč́ıtat dle vztahu

dn =
1
N0

DFT{s[k]}.
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Jako argument DTF dosazujme právě jednu periodu s[k]. Hodnota N0 je perioda signálu
s[k].

Výpočet DFS{.} pomoćı DFT je bezproblémový, vždy dostaneme přesné hodnoty koefi-
cient̊u dn.

Př́ıklad 1:

Signál s[k] na intervalu jedné periody k = 0, . . . , N0 − 1 je dána vztahem

sper[k] = Aak,

kde A > 0 a 1 > a > 0. Pro signál s[k] na celém intervalu k ∈ Z plat́ı

s[k] =
∞∑

i=−∞
sper[k − iN0] i ∈ Z.

Spektrum signálu, koeficienty Fourierovy řady dn = DFS{s[k]}, jsou dány vztahem

dn =
A

N0

(
1− aN0

)(
1− a exp(− j2πn

N0
)
) .

Na obrázku je zobrazen s[k] a amplitudové spektrum |dn| pro parametry N0 = 5, A = 1.0
a a = 0.8:
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Př́ıklad 2:

Signál s[k] na intervalu jedné periody k = 0, . . . , N0 − 1 je dán vztahem

sper[k] =

{
A pro k = 0, . . . , N1 − 1,
0 jinde,
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kde A > 0, N0 > N1 > 0, N1 ∈ N. Pro signál s[k] na celém intervalu k ∈ Z plat́ı

s[k] =
∞∑

i=−∞
sper[k − iN0] i ∈ Z.

Spektrum signálu, koeficienty Fourierovy řady dn = DFS{s[k]}, jsou dány vztahem

dn =


A
N0

− exp(− j2πn
N0

)
“

1−exp(− j2πnN1
N0

)
”

“
1−exp(− j2πn

N0
)
” pro n 6= iN0, i ∈ Z,

A
N0
N1 pro n = iN0, i ∈ Z.

Na obrázku je zobrazen signál s[k] a amplitudové spektrum |dn| pro N0 = 10, A = 1.0 a
N1 = 5:
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3 Fourierova transformace v diskrétńım čase – DtFT

Označ́ıme S(Ω) = DtFT{s[k]}. Vzorky spektra S(nΩ0) diskrétńıho signálu s[k] na ná-
sobćıch Ω0 lze pomoćı DFT vypoč́ıtat dle vztahu

S(nΩ0) = DFT{s[k]}.

Pomoćı DFT lze źıskat jen spektrum na násobćıch Ω0 = 2π
N . Hodnota N je délka intervalu

signálu s[k], která je použitá pro výpočet spektra pomoćı DFT.

V př́ıpadě finitńıho signálu máme možnost provést výpočet na celém intervalu, kde je sig-
nál s[k] nenulový. V tomto př́ıpadě dostaneme přesné hodnoty vzork̊u spektra S(nΩ0). S
rostoućım N (při doplněńı signálu s[k] nulovými vzorky) dostaneme hustěji navzorkované
spektrum (krok ve spektru Ω0 = 2π

N se zmenšuje).

V př́ıpadě nefinitńıho signálu dostaneme jen přibližné hodnoty S(nΩ0), které se s ros-
toućım N zpřesňuj́ı.
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Př́ıklad 3:

Diskrétńı signál s[k] je dán vztahem

s[k] =

{
A pro k = 0, . . . , N1 − 1,
0 jinde,

kde A > 0, N1 > 0, N1 ∈ N.

Spektrum signálu S(Ω) = DtFT{s[k]} je dáno vztahem

S(Ω) = A
− exp(jΩ)

(
1− exp(−jN1Ω)

)(
1− exp(jΩ)

) .

Na obrázku je zobrazen signál s[k] a jeho amplitudové spektrum |S(Ω)| pro parametry
A = 1.0 a N1 = 7:
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Př́ıklad 4:

Diskrétńı signál s[k] je dán vztahem

s[k] =

{
A
(

1 + cos
(
π
N1
k
))

pro k = −N1, . . . N1,

0 jinde,

kde A > 0, N1 > 0 N1 ∈ N.

Spektrum signálu S(Ω) = DtFT{s[k]} je dáno vztahem

S(Ω) = A
cos
(

Ω
2

)
sin
(

Ω
2

) sin(N1Ω)

(
1− cos

(
π
N1

))
cos
(
π
N1

)
− cos(Ω)

.
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Na obrázku je zobrazen signál s[k] a jeho amplitudové spektrum |S(Ω)| pro hodnoty
A = 1.0 a N1 = 5:
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Př́ıklad 5:

Diskrétńı signál s[k] je dán vztahem

s[k] = Aa|k|,

kde A > 0, 1 > a > 0.

Spektrum signálu S(Ω) = DtFT{s[k]} je dáno vztahem

S(Ω) = 2A
(1− a cos(Ω))

1− 2a cos(Ω) + a2
.

Na obrázku je zobrazen signál s[k] a jeho amplitudové spektrum |S(Ω)| pro hodnoty
A = 1.0 a a = 0.8:
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Př́ıklad 6:

Diskrétńı signál s[k] je dán vztahem

s[k] = A

(
1 + cos

(
2π
N0

k

))
,

kde A > 0, N0 > 0, N0 ∈ N.

Spektrum signálu S(Ω) = DtFT{s[k]} na intervalu Ω ∈ (−π, π〉 označ́ıme jako Sper(Ω).
Plat́ı

Sper(Ω) = 2πA
(
δ(Ω) +

1
2
δ(Ω− 2π

N0
) +

1
2
δ(Ω +

2π
N0

)
)
.

Pro spektrum S(Ω) na celém intervalu Ω ∈ R plat́ı

S(Ω) =
∞∑

i=−∞
Sper(Ω− i 2π) i ∈ Z.

Na obrázku je zobrazen signál s[k] a amplitudové spektrum |S(Ω)| pro hodnoty A = 1.0
a N0 = 8.
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4 Fourierova řada – FS

Označ́ıme cn = FS{s(t)}. Aby bylo možné provést výpočet koeficient̊u Fourierovy řady cn
spojitého periodického signálu s(t) pomoćı DFT je potřeba signál s(t) vzorkovat. Signál
s(t) budeme vzorkovat tak, aby na základńı periodu T0 vycházel celý počet vzork̊u, tedy
poměr T0/Tsa necht’ je celé č́ıslo.

Koeficienty cn spojitého periodického signálu s(t) lze vypoč́ıtat podle vztahu

cn =
Tsa
T0

DFT{s(kTsa)}.
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Jako argument DFT dosazujeme vzorky právě jedné periody s(t).

V př́ıpadě, že je signál s(t) navzorkován tak, že je splněna vzorkovaćı podmı́nka, źıskáme
přesné hodnoty koeficient̊u cn. To je možné jen v př́ıpadě spektrálně omezených signál̊u.
V opačném př́ıpadě dostaneme jen přibližné hodnoty cn (které se s rostoućım fsa = 1/Tsa
zpřesňuj́ı).

Př́ıklad 7:

Spojitý periodický signál s(t) s periodou T0 je dán vztahem

s(t) = 2A
(

cos2(
2π
T0
t)
)
,

kde A > 0.

Pro spektrum signálu, jeho koeficienty Fourierovy řady, plat́ı

cn =


2A pro n = 0,
A pro n = ±1,
0 jinde.

Na obrázku je signál s(t) a amplitudové spektrum |cn| zobrazeno pro parametry A = 1.0
a T0 = 5.0:
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Př́ıklad 8:

Spojitý periodický signál s(t) na intervalu jedné periody t ∈ 〈0, T0) je dán vztahem

sper(t) =

{
A pro t ∈ 〈0, T1) ,
0 jinde.

kde A > 0, T0 > T1 > 0. Pro signál s(t) na celém intervalu t ∈ R plat́ı
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s(t) =
∞∑

i=−∞
sper(t− i T0) i ∈ Z.

Pro spektrum signálu, jeho koeficienty Fourierovy řady, plat́ı

cn =

{
A

j2πn

(
1− exp

(
−j2πnT1

T0

))
pro n 6= 0,

AT1
T0

pro n = 0.

Na obrázku je signál s(t) a amplitudové spektrum |cn| zobrazeno pro parametry A = 1.0,
T0 = 5.0 a T1 = 3.0:
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Př́ıklad 9:

Spojitý periodický signál s(t) na intervalu jedné periody t ∈ 〈0, T0) je dán vztahem

sper(t) =

{
A sin

(
2π
T0
t
)

pro t ∈
〈
0, T0

2

)
,

0 jinde,

kde A > 0. Pro signál s(t) na celém intervalu t ∈ R plat́ı

s(t) =
∞∑

i=−∞
sper(t− i T0).

Pro spektrum signálu, jeho koeficienty Fourierovy řady, plat́ı

cn =


A
2π

(
1+(−1)n

1−n2

)
pro n 6= ±1,

jA4 pro n = −1,
−jA4 pro n = 1.
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Na obrázku je signál s(t) a amplitudové spektrum |cn| zobrazeno pro parametry A = 1.0
a T0 = 5.0:
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5 Fourierova transformace – FT

Označ́ıme S(ω) = FT{s(t)}. Před použit́ım DFT je potřeba signál s(t) navzorkovat.
Vzorkovaćı periodu označ́ıme Tsa = 1/fsa. Pomoćı DFT źıskáme vzorky spektra S(nω0)
na násobćıch ω0. Krok v kmitočtu má hodnotu ω0 = 2π fsaN kde N je počet vzork̊u signálu
s(t), které dosad́ıme jako argument transformace DFT.

Vzorky spektra S(nω0) spojitého signálu s(t) lze vypoč́ıtat podle vztahu

S(nω0) = Tsa DFT{s(kTsa)}.

Výpočet spektra S(ω) pomoćı DFT je vždy přibližný. Při odvozeńı postupu výpočtu je
totiž potřeba předpokládat, že je signál s(t) jak spektrálně omezený tak i finitńı, což
nikdy nemůže být splněno současně.

Př́ıklad 10:

Signál ve spojitém čase je dán vztahem

s(t) =

{
A pro t ∈ 〈0, T1) ,
0 jinde,

kde A > 0, T1 > 0.

Pro spektrum signálu s(t) plat́ı

S(ω) =
A

jω
(exp(jT1ω)− 1) .
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Na obrázku je signál s(t) a amplitudové spektrum |S(ω)| zobrazeno pro parametry A =
1.0 a T1 = 5.0:
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Př́ıklad 11:

Signál ve spojitém čase je dán vztahem

s(t) =

{
A
(

1 + cos
(

2π
T1
t
))

pro t ∈
〈
−T1

2 ,
T1
2

)
,

0 jinde,

kde A > 0 a T1 > 0 .

Pro spektrum signálu s(t) plat́ı

S(ω) =
2A
ω

sin
(
T1ω

2

)
1−

(
T1ω
2π

)2 .
Na obrázku je signál s(t) a amplitudové spektrum |S(ω)| zobrazeno pro parametryA =
1.0 a T1 = 5.0:
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Př́ıklad 12:

Signál ve spojitém čase je dán vztahem

s(t) = A exp(−a |t|) ,

kde A > 0, a > 0.

Pro spektrum signálu s(t) plat́ı

S(ω) =
2aA

a2 + ω2
.

Na obrázku je signál s(t) a amplitudové spektrum |S(ω)| zobrazeno pro parametryA =
1.0 a a = 0.7:

-10 -5 5 10
t

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
sHtL

-3 Π -2 Π -Π Π 2 Π 3 Π
Ω

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

ÈSHΩLÈ

a) b)

Př́ıklad 13:

Signál ve spojitém čase je dán vztahem

s(t) = A

(
1 + cos

(
2

2π
T0
t

))
,

kde A > 0 a T0 > 0.

Pro spektrum signálu s(t) plat́ı

S(ω) = 2πA
(
δ(ω) + δ(ω − 2

2π
T0

) + δ(ω + 2
2π
T0

)
)
.

Na obrázku je signál s(t) a amplitudové spektrum |S(ω)| zobrazeno pro parametry A =
1.0 a T0 = 5.0:
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